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دبیردرسزمان

شماره آزمونمبحث

گزینه 1 1

 ابتدای بازه و نقطۀ بحرانی است. در ضمن نقاط ابتدا و انتهای بازه، اکسترمم نسبی نمی‌توانند باشند؛

پس جواب گزینۀ 1 است.

بررسی سایر گزینه‌ها:

، ماکزیمم نسبی داریم. در 

در  و  هم مینیمم نسبی داریم.

x = −۲

x = −۱
x = ۰x = ۱

گزینه 2 2

اولاً این نقطه، روی تابع است:

ثانیاً مشتق تابع  در  برابر صفر است:

. پس: ، داریم:  و  از حل دو معادلۀ  و 

f ۲ =( ) ​ ⇒
۴
۱

​ =
۱۶

۲a + b
​ ⇒

۴
۱

۲a + b = ۴

fx = ۲

f x =′ ( ) ​ ​

x + ۱۲( ۲ )۲
a x + ۱۲ − ۲x ax + b( ۲ ) ( ) f ۲ =۰′( ) ۱۶a − ۸a − ۴b = ۰ ⇒ b = ۲a

b = ۲a۲a + b = ۴a = ۱b = ۲

f x =( ) ​ ⇒
x + ۱۲۲
x + ۲

f ۶ =( ) ​ =
۴۸
۸

​

۶
۱

آکادمی فدویریاضی 323 دقیقه

5کاربرد مشتق جامع
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گزینه 4 3

عبارت داخل جزء صحیح را در نظر بگیرید. داریم:

می‌توانیم عبارت جزء صحیحی را به‌صورت زیر بنویسیم:

بنابراین برای تابع  داریم:

واضح است که این تابع در دونقطۀ  و  ناپیوسته و مشتق‌ناپذیر است. همچنین در 

تابع ثابت صفر است و بی‌شمار نقطۀ بحرانی دارد.

x +۲ ۱ ≥ ۱ ⇒ ۰ < ​ ≤
x + ۱۲

۱
۱ ⇒ ۰ < ​ ≤

x + ۱۲
۲

۲

​ =[
۱ + x۲

۲
] ​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧۲ ; x = ۰

۱ ; x ∈ −۱, ۱ − {۰}[ ]

۰ ; x ∈ R − −۱, ۱[ ]

f

f x =( ) ​ ​{
x ; x ∈ −۱, ۱[ ]

۰ ; x ∈ R − −۱, ۱[ ]

x = −۱x = ۱R − −۱, ۱[ ]

گزینه 2 4

 را تشکیل می‌دهیم:

برای آنکه محدودۀ صعودی بودن  را پیدا کنیم، باید نامعادلۀ  را حل کنیم:

پس باید  و درنتیجه  باشد.

مقدار  را حساب می‌کنیم:

f ′

f x =( ) ​ ⇒
x + k۲

x
f x =′ ( ) ​ =

x + k( ۲ )۲
۱ x + k − ۲x x( ۲ ) ( )

​

x + k( ۲ )۲
k − x۲

ff ≥′ ۰

f x ≥′ ( ) ۰ ⇒ ​ ≥
x + k( ۲ )۲
k − x۲

۰ ​

k>۰
k − x ≥۲ ۰ ⇒ − ​ ≤k x ≤ ​k

​ =k ۲k = ۴
f ۰′ ( )

f x =′ ( ) ​ ⇒
x + ۴( ۲ )۲
۴ − x۲

f ۰ =′ ( ) ​ =
۱۶
۴

​

۴
۱
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گزینه 2 5

اگر شعاع قاعدۀ استوانه را  و ارتفاع آن را  فرض کنیم، داریم:

ارتفاع نمی‌تواند منفی باشد، پس  قابل‌قبول است.

rh

​ ​

r + h = ۹ ⇒ r = ۹ − h۲ ۲ ۲ ۲

V ​ = πr h = π ۹ − h h = π(۹h − h استوانه(
۲ ( ۲) ۳

V = π(۹ − ۳h ) = ۰ ⇒ h = ± ​

′ ۲ ۳

h = ۳

V ​ =max π(۹ − ۳) ​ =۳ ۶ ​π۳

گزینه 3 6

اگر طول مستطیل را  و عرض آن را  بنامیم، داریم:

، داریم: چون 

برای یافتن اکسترمم آن تابع از آن مشتق می‌گیریم و برابر با صفر قرار می‌دهیم:

ab

​ ​

محیط شکل = محیط بخشی از مستطیل + محیط نیم‌دایره

= a + ۲b + ​(۲π × ​) = a + ۲b + ​ = ​ + ۲b = ۱۱
۲
۱

۲
a

۲
۳a

۲
۵a

مساحت شکل = S = ab + ​ × π × ​ ⇒ S = ab + ​

۲
۱

۴
a۲

۸
۳a۲

​ +
۲

۵a
۲b = ۱۱

b = ​ −
۲
۱۱

​

۴
۵a

S = a( ​ −
۲
۱۱

​) +
۴
۵a

​

۸
۳a۲

S = ​a − ​a + ​a = − ​a + ​a ⇒ S = − ​a + ​ = ۰
۲
۱۱

۴
۵ ۲

۸
۳ ۲

۸
۷ ۲

۲
۱۱ ′

۴
۷

۲
۱۱

​a = ​ ⇒ a = ​ ⇒ S ​ = − ​( ​) + ​( ​) = ​

۴
۷

۲
۱۱

۷
۲۲

max ۸
۷

۷
۲۲ ۲

۲
۱۱

۷
۲۲

۱۴
۱۲۱
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گزینه 1 7

ها هیچ تأثیری روی صعودی و نزولی بودن تابع ندارد. اینکه  در بازۀ  نزولی انتقال در جهت محور 

های منفی برویم، به تابع  می‌رسیم که در بازۀ  است، نشان می‌دهد که اگر 2 واحد به سمت 

نزولی است. این یعنی جدول تعیین علامت  به‌صورت زیر است:

پس  ریشه‌های  هستند.

، یعنی: اما 

yg x( )۰, ۳( )

xf x( )−۲, ۱( )

f x′ ( )

x = −۲, ۱f x′ ( )

f x =′ ( ) ۳ax +۲ ۲bx − ۲

۳ax + ۲bx − ۲ = ۳a(x + ۲)(x − ۱)۲

⇒ ۳ax + ۲bx − ۲ = ۳ax + ۳ax − ۶a ⇒ a = ​ , b = ​

۲ ۲

۳
۱

۲
۱

گزینه 2 8

به کمک محاسبۀ مشتق و تعیین علامت آن مشخص می‌شود که تنها در یک نقطه علامت مشتق عوض شده و

اکسترمم از نوع  دارد و آن هم  است.

دقت کنید چون  در  ریشۀ ساده دارد، تغییر علامت می‌دهد و  مینیمم تابع است. نکته: توابع

تنها در ریشۀ ساده یا مکرر مرتبۀ فرد مشتق خود، اکسترمم دارند.

minx = ۰

y = x − ۱ ⇒ y = ۳ ۲x x − ۱ = ۶x x − ۱ x + ۱( ۲ )
۳ ′ ( ) ( ۲ )

۲ (( ) ( ))۲

⇒ y = ۶x x + ۱ x − ۱′ ( )۲( )۲

y′x = ۰x = ۰

⇒

مماس افقی

​

↓
y = ۰′

​ ​{
ریشۀ ساده ⇒ است f اکسترمم
ریشۀ مضاعف ⇒ نیست f اکسترمم
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گزینه 1 9

نمودار تابع در گزینۀ 1 به‌صورت زیر است:

تابع در تمام نقاط صحیح ناپیوسته و مشتق‌ناپذیر است.

پس این نقاط بحرانی هستند ولی در سایر نقاط مشتق‌پذیر است.

بررسی سایر گزینه‌ها:

گزینۀ 2: در تابع  در نقاطی که عبارت داخل جزء صحیح، عددی صحیح می‌شود، تابع ناپیوسته و

. به‌علاوه در سایر نقاط تابع ثابت خواهد بود و مشتق در آن‌ها صفر است. مشتق‌ناپذیر است. البته به‌جز 

پس این نقاط هم بحرانی هستند؛ بنابراین تمام نقاط دامنه بحرانی محسوب می‌شوند.

گزینۀ 3: تابع در  ناپیوسته و مشتق‌ناپذیر است.  بحرانی است. در سایر نقاط ثابت است و مشتق صفر

می‌شود.  بحرانی است.

گزینۀ 4: ضابطۀ تابع را ساده می‌کنیم:

چون تابع ثابت است، پس تمام نقاط آن بحرانی محسوب می‌شوند.

f (x) = [x ]۲

x = ۰

x = ۰⇐

⇐

cos۲x + ۲sin x =۲ (۱ − ۲sin x) +۲ ۲sin x =۲ ۱

گزینه 1 10

ریشۀ ساده یا مکرر مرتبۀ فرد  طول نقطۀ اکسترمم نسبی است.

اگر  باشد، آنگاه  ریشۀ مکرر مرتبۀ فرد  است و اکسترمم است و اگر  باشد، آنگاه

 ریشۀ مضاعف  است و اکسترمم نیست. پس فقط  می‌باشد. دقت کنید در حالت 

تابع  اکسترمم خواهد داشت.

f ′

f x =′ ( ) ax − ۲ x − x − ۲x + ۲ =( ) ( ۳ ) ax − ۲ x x − ۱ − ۲ x − ۱( ) ( ( ۲ ) ( ))

f x =′ ( ) ax − ۲ x − ۱ x + ۲ =( ) ( )۲ ( ) ۰ ⇒
⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧x = ​

a
۲

x = ۱ مضاعف
x = −۲

​ =
a
۲

۱x = ۱f ′
​ =

a
۲

−۲

x = −۲f ′a = −۱a = ۲
۲



6/13لرنیتو 1400

گزینه 1 11

نمودار تابع  به‌صورت زیر است:

پس نمودار تابع  به‌صورت زیر است:

فاصلۀ دو نقطۀ بحرانی متوالی  را حساب می‌کنیم و برابر با  قرار می‌دهیم:

پس ضابطۀ  به‌صورت  درمی‌آید، پس:

y = sin x∣ ∣

f x =( ) sin ax∣ ∣

f​۵

AB = ​ ⇒ ​ = ​ ⇒ ۱ + ​ = ۵۵ ۱ + ( ​)
۲a
π ۲ ۵

۴a۲
π۲

⇒ ​ = ۴ ⇒ a = ​ ⇒ a = ​

۴a۲
π۲

۲
۱۶
π۲

۴
π

ff x =( ) ​sin ​ ​

∣
∣
∣

۴
πx

∣
∣
∣

f ( ​) =
۳
۲

​sin ​ ​ =
∣
∣
∣

۶
π

∣
∣
∣

​

۲
۱
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گزینه 4 12

باید مشتق تابع  را تعیین علامت کنیم:

مخرج همواره مثبت است. پس صورت را تعیین علامت می‌کنیم:

بنابراین  تابع در  رخ می‌دهد و برابر است با:

y = ۳ x − x۳ ۲

y =′
​ =

۳ ​

۳ x − x( ۳ ۲)۲

۳x − ۲x۲
۰

صورت : x ۳x − ۲( )

minx = ​

۳
۲

y( ) =
۳
۲

​ =
۳

( ​) − ( ​)
۳
۲ ۳

۳
۲ ۲

​ =۳
​ − ​

۲۷
۸

۹
۴

​ =۳
​

۲۷
۸ − ۱۲

− ​

۳
​

۳ ۴
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گزینه 3 13

مختصات نقطۀ  به‌صورت  است. بنابراین مساحت مثلث 

 برابر است با:

حالا مشتق را برابر صفر قرار می‌دهیم:

 بیشترین مقدار  در  رخ می‌دهد:

AA x, ۲ ​( x)

ABC

S = ​ =
۲

x × (۴ − ۲ ​)x
۲x − x ​۲

۳

S =′ ۲ − ​x =
۲
۳

​۲
۱

۰ ⇒ ۴ = ۳ ​ ⇒x ​ =x ​ ⇒
۳
۴

x = ​

۹
۱۶

Sx = ​

۹
۱۶

max(S) = S( ​) =
۹
۱۶

​ ×
۲
۱

​(۴ −
۹
۱۶

۲ × ​) =​

۹
۱۶

​(۴ −
۹
۸

​) =
۳
۸

​ ×
۹
۸

​ =
۳
۴

​

۲۷
۳۲

گزینه 3 14

. اگر اندازۀ قاعده را برابر  و اندازۀ ارتفاع وارد بر قاعده را برابر  فرض کنیم، خواهیم داشت: 

حال مساحت مثلث برابر است با  که باید بیشترین مقدار ممکن شود.

aha + h = ۱۸

S = ​a.h
۲
۱

a + h = ۱۸ ⇒ h = ۱۸ − a

S = ​a.(۱۸ − a) ⇒ S = ۹a − ​a
۲
۱

۲
۱ ۲

⇒ S = ۹ − a = ۰ ⇒ a = ۹ ⇒ h = ۹′

max S = ​ × ۹ × ۹ = ​

۲
۱

۲
۸۱
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گزینه 2 15

راه اول: ابتدا نقاط بحرانی هر ضابطه را که در شرط جلوی ضابطه هست، می‌یابیم. عدد تغییر ضابطه را هم

کنترل می‌کنیم:

، عدد  نقطۀ گوشه )زاویه‌دار( محسوب می‌شود و چون مشتق‌پذیر نیست، بحرانی چون 

محسوب می‌شود.

تنها  را می‌توان پذیرفت. مجموعۀ نقاط بحرانی  می‌باشد.

راه دوم: به کمک رسم می‌توان تعداد نقاط بحرانی را شمرد:

f x =′ ( ) ​ ​{
۲x + ۱ ; x < ۰
۲x + ۲ ; x > ۰

⇒ ​ ​{
f (۰ ) = ۲x + ۱ = ۱′ −

f (۰ ) = ۲x + ۲ = ۲′ +

f (۰ ) ​f (۰ )′ − = ′ +x = ۰

f x =′ ( ) ۰ ⇒ ​ ​ ​

⎩
⎨
⎧۲x + ۱ = ۰ ⇒ x = − ​ < ۰ ✓

۲
۱

۲x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۱ > ۰ ×

x = − ​

۲
۱

− ​, ۰{
۲
۱

}

f x =( ) ​ ​{
x + x ; x ≤ ۰۲

x + ۲x ; x > ۰۲
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گزینه 2 16

نقطۀ بحرانی، نقطه‌ای است که مشتق تابع در آن برابر صفر است یا مشتق در آن وجود ندارد. ازطرفی دامنۀ تابع

 با دامنۀ مشتق آن یکسان است؛ بنابراین برای پیدا کردن طول نقاط بحرانی، کافی است معادلۀ  را حل

کنیم.

تابع  فقط یک نقطۀ بحرانی دارد.

fدامنۀ تابع : D ​ = ۰, +∞ − ۱f ( ) { }

f x = ​

′ ( )
x ​ − ​( x ۳ x)۲

​ − ​ ​

۳ ​

۳ x۲

۱
۲
۳

x

ff =′ ۰

f x = ۰ ⇒ ​ − ​ ​ = ۰ ⇒ ​ = ​ ​

′ ( )
۳ ​

۳ x۲

۱
۲
۳

x
۳ ​

۳ x۲

۱
۲
۳

x

⇒ ​ = ۱ ⇒ ​ = ​ ​ x = ​

۲
۹ ۶ x۷ ۶ x۷

۹
۲ x∈D ​f ۷ ( ​)

۹
۲ ۶

f

گزینه 1 17

، بنابراین: می‌دانیم ریشه‌های سادۀ مشتق، طول نقاط اکسترمم نسبی است و در این سؤال 

y = x +۳ ۳x +۲ ax − ۴ ⇒ y =′ ۳x +۲ ۶x + a

X ​ . X ​ =min max ۱

y =′ ۳x +۲ ۶x + a ⇒ X ​ . X ​ =min max ​ =
۳
a

۱ ⇒ a = ۳
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گزینه 3 18

قطر را  و دو ضلع مستطیل را  و  می‌گیریم:

مجموع  و  را 6 می‌گیریم:

با رابطۀ فیثاغورس،  را برحسب  می‌نویسیم:

مساحت را برحسب متغیر  می‌نویسیم:

نقاط بحرانی  را پیدا می‌کنیم:

 نقطۀ بحرانی تابع  است و دامنۀ آن  است. همچنین نقاط ابتدا و انتهای دامنه هم نقاط بحرانی

، پس قابل‌قبول نیستند. مقدار تابع  را در   حساب محسوب می‌شوند اما چون 

می‌کنیم:

dxy

xd

x + d = ۶

yx

y = ​ =d − x۲ ۲
​ =( ​ − x) ​

۶−x

​d

۶

​d + x( )
​ =(۶ − ۲x)(۶) ​۳۶ − ۱۲x

x

S x =( ) x ​۳۶ − ۱۲x

S

S x =′ ( ) ​ +۳۶ − ۱۲x ​ =
​ ​۲ ۳۶ − ۱۲x

− x۱۲
۶

​ =
​۳۶ − ۱۲x

۳۶ − ۱۲x − ۶x
​

​۳۶ − ۱۲x
۳۶ − ۱۸x

x = ۲S۰, ۳[ ]

S ۰ =( ) S ۳ =( ) ۰Sx = ۲

S ۲ = ۲ ​ = ۴ ​ ⇒ S( ) ۱۲ ۳ max
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گزینه 2 19

اگر  مرکز دایره با شعاع 4 باشد، معادلۀ دایره برابر است با:

اگر مختصات نقطۀ  به‌صورت  باشد، داریم:

برای محاسبۀ بیشترین مساحت مشتق می‌گیریم.

مشتق را برابر با صفر قرار می‌دهیم.

نیم‌دایره S = ​ =
۲

πr۲
۸π ⇒ r = ۴

O ۰, ۰( )

x +۲ y =۲ ۱۶ ⇒ x =۲ ۱۶ − y ⇒۲ x = ​۱۶ − y۲

AA(x, y)

​ ​

Sذوزنقه = ​ × x = ​ × ​

۲
AB + DC

۲
۲y + ۸

۱۶ − y۲

Sذوزنقه = (y + ۴)( ​)۱۶ − y۲

S =′
​ +۱۶ − y۲ (y + ۴)( ​)

۲ ​۱۶ − y۲

−۲y

S =′
​ +۱۶ − y۲ y + ۴ ( ​) =( )

​۱۶ − y۲

−y
۰

۱۶ − y = y + ۴y ⇒ ۲y + ۴y − ۱۶ = ۰۲ ۲ ۲

⇒ y + ۲y − ۸ = ۰ ⇒ (y + ۴)(y − ۲) = ۰۲

⇒ ​ ​{
y = ۲
y = −۴ غ.ق.ق

S ۲ =( ) ۲ + ۴ ​ =( ) ۱۶ − ۴ ۶ ​ =۱۲ ۱۲ ​۳
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گزینه 4 20

* دقت کنید از عمل  که باید با به توان 2 رساندن طرفین  حل شود، 2 جواب

 به دست می‌آید که  در معادلۀ  صادق نیست و فقط 

جواب است!

2x

 

f x = x − ​ ; D ​ = −۲, ۲( ) ۴ − x۲
f [ ]

f x = ۱ − ​

′ ( )
۲ ​۴ − x۲

−۲x

{
y = ۰ ⇒ x = ± ​ ∗′ ۲
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